Projektive Geometrie in der Bildanalyse
Dipl. Ing. (FH) Gerrit Bslk

Qco = (VTQV)Q - (QV)(QV)T
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Notation

Bezeichnung Typ Komponenten
m Inhomogener 2D Punkt (x,y)7
m Homogener 2D Punkt (x,y,w)T

I.,J, Absolute Punkte (Kreispunkte) (1,41,0)

M Inhomogener 3D Punkt (X,Y,Z)7
M Homogener 3D Punkt (X,Y, Z,W)T
A\ (Viewer) Position der Kamera  (X,Y, Z, W)T
1 Linie in 2D (a,b,c)T
0y Ebene im Raum (a,b,c,d)T
w Abbild der absoluten Kurve wij
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Die Lochkamera
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Die Lochkamera ohne Spiegelung
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Die Kameramatrix

Skalierung mit der Brennweite

(0 7)(3)-(7)

Ubertragen von Z
f X fX
0 v | = fv
0 VA Z
Division durch Z (Normalisieren)
X f% T -
fY | — Y | =1y | — ( )
( z ) f1Z ( 1 ) i
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Die Kameramatrix in Pixelkoordinaten

Cx
fs;l T Ca
_ —1
I Bl G

v

PixelgroBe (s, sy) nicht quadratisch bei schiefem Objektiv
Bildursprung oft links oben (z.B. Matlab)

Projektionszentrum (¢, ¢,) nicht im Bildzentrum

v

v

v

" Pixelschrage” 7 bei Digitalkameras =0
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Die Kameramatrix

» Die Kameramatrix transformiert inhomogene 3D Punkte

M = (X,Y,Z)7 in der Szene in homogene 2D Punkte m auf
der Sensoroberfldche _
m = KM

» Durch umstellen kénnen wir homogene 2D Punkte m auf der
Sensoroberflache in Richtungsvektoren transformieren

d=K'm

» Der Richtungsvektor d zeigt vom Projektionsmittelpunkt in
Richtung des urspriinglichen M.

» d hat in der Regel nicht die Lange ||d|| = 1 und muss
normalisiert werden.
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Die Kameramatrix

Die Kamera als Winkelmesser

» Winkel zwischen Richtungsvektoren:

drd’
vdrdvd'td’

» Einsetzen von d = K~ 'm ergibt

cos O =

mT(K TK 1)m’
cos 0 =

VmT(K-TK-1)x/m'T (K- TK-1)m’

» Ersetzen von w = K- TK~1

mTwm’

cos 0 =

vVmTwmyvm/Twm/
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Bestimmen der Modellparameter mit Sternbildern

» Der Winkel zwischen Sternen ist bekannt und unabhingig von
der Position und Blickrichtung der Kamera.

» K und damit w kdnnen mit sinnvollen Startwerten initialisiert
werden (Projektionszentrum in der Bildmitte, Brennweite am
Objektiv ablesbar).

» Bestimmen von w durch nichtlineare Optimierung der
Fehlerfunktion

m]wm;
\/m wm; \/m wm;

» Bestimmen von K aus w™! = KKT via Cholesky-Zerlegung.

flw) = cos 05 —
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Homogene Transformationen

Homogene Punkte werden durch eine 3x3 Matrix transformiert

m' =Tm
m=T"'m’

T~ = det(T) Ladj(T)
Skalierung hat keinen Einfluss auf das Ergebnis
km = kT 'm’ = (AT H)m/

"Vereinfachte” Inverse

* -1 __ .
T* = det(T)T ! = adj(T) -
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Homogene Transformationen | (isometrisch)

ri1 T2 Iy R t
ro1 Too Ty | = ( oT 1
0 0 1

v

v

v

v

v

Bewahrt Langen
Bewahrt Flachen
R ist orthogonal
Freiheitsgrade: 3 (0,t,,t,)

Inverse: RT —RTt
' o7 1

)
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Homogene Transformationen Il (dhnlich)

sri1 srie iy sR t
Sro1 Srag by | = o 1
0 0 1

> Bewahrt Langenverhaltnisse

v

Bewahrt Winkel
R ist orthogonal
Freiheitsgrade: 4 (s, 6,t,,t,)

v

v

)
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Homogene Transformationen Il (affin)

a1l aiz ty At
as az ty | = ( oT 1 )
0 0 1

» Bewahrt Parallelitat

> Bewahrt Flachenverhiltnisse
» A darf nicht singular sein

> Freiheitsgrade: 6
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Homogene Transformationen IV (projektiv)

hi1 hia his At
hor haa hez | = < VT )
h31 hsza hs3

» Bewahrt Kollinearitat

» Bewahrt Kreuzverhiltnis :

|a, bl|c, d|

b,c,d) = ————~"—

cr(a,b,c,d) a,c|b.d|
la,b| = det [ ar by ]
a9 bg

> Freiheitsgrade: 8
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Ist die Kameramatrix eine Projektion 7

fsit T Co
0 fsy_l Cy
0 0 1

K

v

Die letzte Zeile ist (0,0, 1), folglich ist K affin.

» Homogene Transformationen gelten nur fiir homogene Punkte.
(X,Y, Z)7 ist nicht homogen.

» Homogener Punkt im Raum (P3): M = (X,Y, Z, W)T
Transformation in einen homogenen Bildpunkt (P2) m = PM
P ist eine 3x4 Matrix: P = K[R|t]

v

v

v
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Weltkoordinaten vs. Kamerakoordinaten

» Im Kamera-Koordinatensystem (CCS) befindet sich die
Kamera an der Position (0,0,0)T.

» Im Welt-Koordinatensystem (WCS) befindet sich die Kamera
an der Position V = —RTt.

> Die orthogonale Matrix R beschreibt die Ausrichtung der
Kamera.

» Tw_c = [R]t] ist eine isometrische Transformation mit
Twoc ' = Tcow = [RT-RTt]

» t = —RV beschreibt wie Weltkoordinaten bewegt werden
miissen, damit die Kamera im Koordinatenursprung erscheint.

7N
Wi insensiv



Bestimmen der Modellparameter von 3D Punkten
Ein 3D-Kalibriertarget
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Bestimmen der Modellparameter von 3D Punkten
Einfiihrung

Gegeben: Korrespondierende Punkte m; <> M;

p' p'M;
Gesucht: P = | p? mit m; = PM,; = | p?M;
p’ p°M;

m; und PM; sind homogene Punkte und unterscheiden sich
moglicherweise in unbekannten Skalierungen.

Wir bendtigen einen Operator, der beide Punkte zu einem
bekannten (ideal: konstanten) Wert verkniipft.
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Bestimmen der Modellparameter von 3D Punkten

Umwandlung in ein lineares Gleichungssystem

Das Kreuzprodukt von zwei parallelen Vektoren unterschiedlicher
Lange ist immer ein Nullvektor:

p'M; yip*’M; — w;p*M; 0

m; X PMz =1m,; X pZMi = wilei — ﬂfip3Mi =10
p’M; z;p*M; — y;p'M; 0

0 —w;M]  yM] p'T 0

m; X PMZ‘ = wiMZ-T 0 —xiM:{ p2T =10
—yMI ;M 0 p3T 0

Die drei Gleichungen sind linear abhangig, es kdnnen nur zwei

verwendet werden
7N
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Bestimmen der Modellparameter von 3D Punkten

Minimale Ldsung

» Bildung eines Gleichungssystems mit mehreren Punktpaaren:
Ap =0 mit p = (p',p* p°)T

> p hat 12 Elemente mit 11 Freiheitsgraden.

» Jedes Punktpaar liefert zwei Gleichungen.

» Es werden 5% Paare benétigt (von einem nur eine Gleichung).

» Die 3D-Punkte miissen eine Raum aufspannen, damit A
vollen Rang hat.

> Bei n > 6 Punktpaaren existiert aufgrund von Rauschen keine
exakte Loésung.
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Bestimmen der Modellparameter von 3D Punkten

Extrahieren der Parameter aus P

v

P ist eine Kombination aus den intrinsischen Parametern (K)
und den extrinsischen Parametern (R, t)

P = \K[R, t] = \[KR, Kt]

» K ist eine rechte Dreiecksmatrix und R eine orthogonale
Matrix — A[K,R] = r¢([p1, P2, P3))-

v

Da P beliebig skaliert sein kann (\), muss das Ergebnis auf
k33 =1 bzw. |r1|| = ||lr2|| = ||rs|| = 1 normiert werden.

v

Sobald K bekannt ist ergibt sich t = A1 K 1py
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Bestimmen der Modellparameter von 2D Punkten
Ein 2D-Kalibriertarget

-

D
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Homographie

Reduzierung der "Welt" auf eine Ebene

» Die Ebene Z = 0 entspricht den Punkten M = (X,Y,0,1)T

» Bei PM wird die dritte Spalte von P mit 0 multipliziert

» Reduzierung der Matrix auf 3x3:
H= [h17h2’h3] = [p17p27p4] = K[rl)r27t]

> Das Gleichungssystem dhnelt der 3D Kalibrierung mit
(ebenen) Punktpaaren m; <+ m;

— a1 T I T 17
0 w;m;  y,m; h 0
wim] 0 —z/m] h’T | =1{0
—yim!]  z/m] 0 h37 0
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Punkte und Linien

Punkt auf zwei Linien (Schnittpunkt) m =1x1

Beispiel: Schnittpunkt von parallelen Linien

a a b(cd —¢) b
x[bo]=|-ald—=c)| =(-¢)|—-a| =myx
d ab — ab 0

Linie durch zwei Punkte: 1 = m x m’

Beispiel: Linie durch zwei Punkte im Unendlichen

a c b0 — 0d 0
bl x[d]=10a—c0] =0 =1
0 0 ad — be 1
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Punkt und Linie im Unendlichen

Punkte im Unendlichen: m, = (z,y,0)T
Linie im Unendlichen: 1o = (0,0,¢)7

Alle Punkte im Unendlichen liegen auf 1
(,4,0)(0,0,¢)T=2-0+y-0+0-c=0

Eine Linie schneidet 15, im Unendlichen:

0 b
X110 =1]-a
1 0

a
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Punkt und Linie im Unendlichen

Transformation von 1

» Anwendung einer affinen Transformation Ha auf 1.:

0 0
_ AT 0
I T _ _
loo—HAloo—|: tTA-T 1:| (1) = (1) =l

» 1 andert sich nicht (ist fix) unter affinen Transformationen.
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Punkt und Linie im Unendlichen

Transformation von Punkten auf 1,

» Anwendung von Ha auf mq, = (z,y,0)T:

T a1ix + aoy
, At
m, = Ham, = 0 1 y | = | a1z + axny
0 0

» m, andert sich unter Ha wenn A # diag(k).
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Punkt und Linie im Unendlichen
Absolute Punkte

» Es existieren zwei absolute Punkte:

1 1
IL=\|¢],Jo=1|—i
0
» i2=—-1= 1, und J, sind konjugiert komplex.

» I, und J, sind fix unter der Ahnlichkeitstransformation Hg

scos(0) —ssin(0) t, 1 (1
I, = | ssin(f) scos(f) t, il =se T |i| =1,
0 0 1 0 0
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Kurven zweiter Ordnung

Definition

A BJ/2 D/2\ [z
m'Cm = (z,y,w) | B/2 C E/2 y|=0
D/2 B2 F ) \w

Ax? 4+ Bxy + Daxw + Cy? + Eyw + Fw? =0

Beispiel Einheitskreis (22 + y? = 1)

10
2+ —uw?=0=C=|01 0
0 0
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Dualitatsprinzip

Fiir jedes Theorem der ebenen projektiven Geometrie existiert ein
"duales” Theorem, in dem die Rollen von Punkten und Linien

vertauscht sind.

Punkte Linien
mxm' =1 Ixl=m
I'm=0 I'm=0
Tm =m’ Tl =1
mCm=20 I'C*1=0

Cm=1 C'l=m
T TCT1=T1"| TTC*T = C"
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Von der Ebene Py zum Raum P
Ubersicht

Elemente in Py Elemente in Pg
m = (z,y,w) M= (X,Y,Z,W)
1= (a,b,c) 7 = (a,b,c,d)
I'm =20 7®TM =0
m’'Cm =0 M QM =0
m’ = Hm M’ = HM
I = H*T1 ' =HTx
C'=H*'TCH* Q =HTQH*
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Von der Ebene Py zum Raum P

Punkte und Ebene im Unendlichen

v

Alle Punkte M, = (X,Y, Z,0)7 liegen auf der Ebene 7.

Parallele Ebenen Schneiden sich in einer Linie auf 7.

v

v

Jede Ebene 7 schneidet sich mit 7.

v

Die Schnittlinie auf 7 ist 1.

v

Wie 1, in Py ist 7o fix unter affinen Transformationen.
Die Abbildungstransformation von 7, ist H = KR.

v

m = PM,, = KR[I| - V|(X,Y, Z,0)7 = KR(X,Y, Z)T

v

H ist unabhédngig von der Kameraposition V.
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Von der Ebene Py zum Raum P

Von absoluten Punkten zur absoluten Kurve

v

In Py waren zwei absolute Punkte I, J, auf 1, fix unter
Ahnlichkeitstransformationen.

v

In P3 ist die absolute Kurve Q,, = I auf 74, fix unter
Ahnlichkeitstransformationen.

Die Abbildung der absoluten Kurve ist

v

w=(KR) TI(KR) ! =K TRR 'K = (KKT)™!

v

I, J, liegen auf Q.

(1,4,0I(1,4,0)T =12 +i2 + 0> =0

v

Folglich liegen die Abbildungen von I, J, auf w.
raY
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Bestimmen der Modellparameter von 2D Punkten
Einfiihrung

» Gegeben: n > 3 Aufnahmen mit m > 4 Paaren m’; <> m;

v

Jede Aufnahme liefert eine Homographie H = [hj, ha, hg].

v

Bestimme die Abbildung der absoluten Punkte der Ebene als

H(1,+i,0)7 = hy + ihy

v

Die Abbildungen der absoluten Punkte liegen auf w, d.h.

(hl + ihz)TuJ(hl + th) =0

v

Auflésen in Real- und Imaginarteil ergibt

thwhz =0 th“Jhl = hszhg
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Bestimmen der Modellparameter von 2D Punkten

Lésung

» Jede Aufnahme/Homographie liefert zwei Gleichungen

hi1hay
hi1haa 4+ hi2ho1

hi2hao
hi3ha1 + hi1hao3
hizhaa + hi2ha3

hi3has

hi1hi1 — hathoy
2(h11h12 — haihos)
hiy — h3,
2(h13h11 — haghat)
2(hi13h12 — haghao)
hi; — his

T

w11
w12
w22
w13
w23
w33

|

3

» Drei Aufnahmen/Homographien liefern sechs Gleichungen fiir

das System Ab=0

» Mehr Aufnahmen/Homographien entsprechen einer

Regressionskurve durch die Abbildungen der absoluten Punkte
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i INsENsIV



Bestimmen der Modellparameter von 2D Punkten

Extrahieren der Parameter

v

Aus dem Lésungsvektor b kann w gebildet werden

v

Die duale Kurve w* = KKT liefert via Cholesky-Zerlegung K

» Die extrinsischen Parameter [R|t] sind fiir jede
Aufnahme/Homographie unterschiedlich.

H-= K[I‘l,I‘2,t] = [1‘1,1‘2,13] =K 'H.

v

v

Normalisieren mit ||r1|| = [|r2|| = 1.

» rg =11 Xrz und R =[ry,ra,r3).
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Die Projektion des Kreises
Grundlagen

» Kreis an Position x,y und Radius 7:

1 0 —x
Q=0 1 —Y
. — $2 + y2 _ T2

» Ein Kreis wird mit einer Homographie abgebildet:
C=) HTQH!

» Die Transformation der dualen Kurve ist einfacher:
C*=\"H"Q*H

» Aufgeldst mit o = (r? + 2% + y?) "' H(x,y,1)T [Zhao]:

C* = A Y (Krir]KT + Kror]KT™ — 00")  py
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Die Projektion des Kreises
Grundlagen

&

>

>

2 X

Eine projektive Transformation kann die Klasse der Kurve
nicht andern, das Ergebnis muss ein Kegelschnitt sein.

Parabel und Hyperbel treten nur auf, wenn der Kreis die
Projektionsebene schneidet.

Ein Kreis wird unter einer Projektion zu einer Ellipse.

Der projizierte Kreismittelpunkt o ist in der Regel nicht der
: - e
Mittelpunkt der Ellipse L'A INSENSIV



Die Projektion des Kreises

Bestimmen des projizierten Kreismittelpunktes

a

> o liegt auf der Linie durch die Zentren der Ellipsen.
> o liegt zwischen b und c.
» Erinnerung: Das Kreuzverhiltnis ist invariant unter
Projektionen
|a, bl|c, d|
cr(a,b,ec,d) = ————
(a,b,c,d) la, c||b, d]
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Die Projektion des Kreises

Bestimmen des projizierten Kreismittelpunktes

a

» Fir einen Punkt x zwischen b und ¢:
f(x) =cr(a,b,x,c) —cr(d,c,x,b)

» f(x) ist streng monoton und f(b) <0, f(o) =0, f(c) >0
> Intervall Schachtelung zwischen b und c liefert o.
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Die Projektion des Kreises
Fluchtpunkte

<
p <

v —

>

Fluchtpunkte sind Abbildungen von Punkten im Unendlichen.

v

Fluchtpunkte konnen selbst im Unendlichen liegen.

v

Alle Fluchtpunkte liegen auf einer Linie (dem Horizont).

v

Zu jedem Fluchtpunkt v gehért ein Fluchtpunkt v/, der
senkrecht zu v ist.

v

Dann gilt: vTwv’ = 0.
ra)
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Die Projektion des Kreises

Bestimmen von Fluchtpunkten

ok W=

Wahle eine Linie 1o mit beliebiger Richtung durch o.
Bestimme die beiden Schnittpunkte mit der Kurve a und a’.
Wihle eine zweite Linie Ig # 15 durch o.
Bestimme die beiden Schnittpunkte mit der Kurve b und b’.
Bestimme den ersten Fluchtpunkt v = (a x b’) x (b x &)
Bestimme den zweiten Fluchtpunkt v/ = (a x b) x (a’ x b’)

raY
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Die Projektion des Kreises

Bestimmen von Fluchtpunkten

ra)
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Bestimmen der Modellparameter von Kreisen

1. Finde die Konturen zweier konzentrischer Kreise im Bild.

2. Bestimme o und zwei Paare von Fluchtpunkten
(v1,v)) und (va,vh).

3. Bilde zwei Zeilen von Ab = 0 mit v1Twv) und vaTwv),.
Mehr Fluchtpunktpaare geben keine neue Information.

4. Wiederhole Schritt 1-3 mit mindestens zwei weiteren Bildern.

5. Lose das Gleichungssystem und berechne K aus w.
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Bestimmen der Modellparameter von Kreisen

Alternative zu Punkt 3

» Berechne die Horizontlinie Iz = v x v/

» Bestimme die beiden Abbilder der absoluten Punkte als
Schnittpunkte einer Ellipse mit der Horizontlinie.

» Nutze die beiden Punkte wie in der Kalibrierung mittels
Homographien um zwei Zeilen zu erhalten.

Achtung: Wie immer gibt es degenerierte Konfigurationen.
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Flachen zweiter Ordnung (Quadriken)

Qco=(VTQV)Q - (QV)(QV)T

» Projektion: C* = PQ*PT
» UmschlieBender Kegel: Qco = (VTQV)Q — (QV)(QV)T
» Schnittkurve mit Ebene: C* = [Rt]Qco[Rt]T
raY
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Welche Form hat der Horizont?

ra)
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Welche Form hat der Horizont? (Hyperbel!)

ra)
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Vermessen von Rotationsellipsoiden

» Bekannt: K, R, t und b.
» Gesucht: a, 6, z und y.

ra)
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Vermessen von Rotationsellipsoiden

/0

b
Z =0
1 T —s a
_ 1 Yy c b
M= 1 b 1 b
1 1 1
ac —sb 0 =x
las e 0y | (S w
M= 0 0O b b _<OT 1>
0 0 01
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Vermessen von Rotationsellipsoiden

H Hu)l /S v) . H=—KR
T_PM_<0T 1 ><0T 1>m't u=RTt

Q" = Tdiag(1,1,1,—1)TT = ( —(H(E* —~H(v +u) )

v+u))T -1
E" = (HS)(HS)" — (H(v + u))(H(v + u))T

E* = (HS)(STHT) — (H(v +u))((v+u)THT)
E*=H(SST — (v+u)(v+u)")HT
H'E'H*T =SST — (v+u)(v+u)T
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Vermessen von Rotationsellipsoiden

QO H oW~

~—

~— — —  —

kej, = a?c + s2b? — (uy + x)%b?

keiy = cs(a® — b?) — (ur + z)(u2 +y)
keis = —(u1 + ) (u3 +b)

ke = a?s? + 2% — (ug +y)?

kess = —(ug +y)(us +b)

hej = 12 — (us + b)?

» k aus G), danach z aus D) und y aus F)
» A) und E) addieren (mit s> =1 —¢?) — a:
ket + (t1 + x)2%b% + kejy + (ta +y)? — b? = a?
» 0 aus A), B) und E) mit
cs = Lsin(20)
52 = %(1 — cos(20))
¢? = 5(1 + cos(26))
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